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Optimal Reduce d Order Models of Line ar， Discrete-Time Systems 
by Non四Linear Programming 
Motofumi Sasaki 
A me thod is proposed by which a l inear， discrete -time， hi gh-order syst日m can be reduced to a number of 
op timal low-order model s  by dividin g the total time of response into a numbe r of  smaller intervals . 1t is 
based on the applic ation of the non-linear pro grammin g to estimate the parameters of  the model which minimize 
the sum of  sq uared output errors of  the impulse re sponse with a wei ghting function. Non-linear programmin g 
is used to op timize the same number of paramete rs a s the orde r of the reduced唾orde r mode l. If a certain 
c ondition is sa tis fied， it is shown that we can obtain the o ptimal reduced-orde r mode l which is s tationari ly 
equiv alent to the system wi th respe ct to a unit step input， a lthough approximation is  ba sed on the impulse 
response.  The proposed me thod is appl icab le to time de lay systems and mu ltip le input-s in gle output systems. 
1. 緒 言
高 次 元 の 系 を 低次元 の モ デルで‘近似す る こ と は 現
代最適制御理論 を 実際 に 適用 す る 場合非常 に 重 要な
こ と であ る 。 離散{直 系の最適低次元近似 モ デルに つ
い て の研究は い く つ か み ら れ る Jl)-(4 )有限価 の入 出 力
デー タ を 用 い て 低次元近似 モ テ心ル を 得 る 手法(1 )-(3は
定常状態 に お い て 系 を 解析 し 設計す る 必要があ る と
き はあ ま り 有効 でな く 、 か と い っ て 無限個 の Markov
parameter を 用 い て 単 な る イ ン パルス応答の 出 力 誤
差の二乗和 を規範 と し て低次元近似 モ デル を 得 る 手
法(4 )は過渡状 態 に お い て 近似精度 の悪 い モ デル を 得
る 場合が 多 い 。 考 え る 全応 答 区 間 ( 0 ， ∞ ) に わ た
っ て「行儀 の悪 い 系」 は 一 つ の低次元近似 モ デル で
解析設計す る よ り はむ し ろ 全応答区 間 を い く つ か に
区切っ て そ れぞ れ の低次元近似 モ テ守ル を 考 え た 方 が
近似 の精度 を 重視す る 観点か ら も 非常 に興味あ る こ
と であ る 。 例 え ば大気汚染質 の予測問題 をあげ れ ば
一14 -
系 を短 期 ( 過 渡 的 な 部 分 ) 、 中 期 ( 過渡 的 な 部分 と
定 常 的 な 部 分 の 中 間 )、 長期 ( 定常 的 な 部分 ) の 3
つ の モ デルに 分割 し て 大気汚染質 を 予 測す る 必要が
あ る �)
こ こ で は 、 l入 力 1 出力 系 に つ い て イ ン パルス 応
答 の 出 力 誤差 の 二乗和 に 重 み を 考慮、 し た評価 関数 を
設定 し 非線形計画法 を 適 用 し て 重 み の パ ラ メ ー タ を
変 え る こ と に よ っ て短 期 、 中 期 、 長期 の そ れ ぞれに
つ い て 最適 な 低次元近似 モ テゃル を 得 る 手法 を 述べる 。
非 線形計画 法 は 一般 に 低次元近似 モ テールの極 に 等 し
い数 ( 極が重複す る と き は そ れ だ け 減少す る ) の パ
ラ メ ー タ を 最適化す る の に 適用 さ れ る 。 近似 モ デル
に 極 を指定す る こ と は可能 であ り 、 あ る 種 の 条件が
満 た さ れれば ス テ ッ プ 入力 に関 し て 系 に 定常等価 な
最適低次元近似 モデルが得 ら れ る 。 本手法は ま たむ
だ時間 を含む系や 多 入 力 1 出 力 系 に も 適用 で き る 。
非線形計画法を用いた離散{直系の最適低次元近似モラルについて
2. 問題の記述
つ ぎ の 1 入 力 1 出 力 系
x( k+ 1 )=Ax{ k )  + bu( k) 
(S) 
y(k) =cTx(k) 
を 考 え る 。 こ こ に 、 u(k) お よ びy(k) は そ れ ぞれ ス カ
ラ一入力お よ ぴス カ ラ ー出力 であ り 、 x(k) はηx 1状
態ベ ク ト ル で あ る 。 A， bお よ ぴ cは 適当 な サ イ ズ を
も っ行列 お よ びベ ク ト ルと し 、 cTはベ ク ト ル c の 転
置ベク ト ルを 表 わ す 。 k は整数 でk E (0 ， ∞ ) であ
る 。 系Sは ま た パル ス 伝達 関数 を 用 い て
G ( z) =cT ( zl-A) -lb 
と 表 わす こ とが で き る 。 こ こ に 、 ( zl-A) - 1は行列
( zトA) の 逆 行 列を 、 lは 適当 な サ イ ズ を も っ単位
行列 を 表 わ す 。 M arkov parameter Ykは パルス 伝達
関 数G ( z) を z=∞ の ま わ り で 展 開 し た と き の係数
と し て 定義 され 系Sでは
Yk=cTAk- 1 b 
と な る 。
以 下 、 説明 を 簡単 に す る た めに 、 考 え る 系Sは漸近
安 定 です べ て 相 異 な る 実 の固有値 を も つ も の と す る 。
適当 な変換行列T を 用 い て シ ス テ ム 行列 A を
^=T-1AT 
と変換す れ ば 、 Markov parameter Y kは
Yk= cTT ^ k- 1 T-1b 
= tr(( T-1b cTT) ^ト1)
=与'alt-1
と 書け る 。 こ こ に 、 芦は 系Sの パ ル ス 伝達 関数 の 第
i番目 の留 数 で行列 ( T-1b cTT) の 第 ( � i) 要素 で
あ り 、 ai は 第 i番目 の極で行�IJ^ の第 ( � i) 要素
であ る 。
最適低 次元近似 モデル問題 は つ ぎ の 評価 関数
J=会ト恰mF1-UEah112
を 最小 に す る よ う な五お よ びぁ を 求め る こ と で あ
る 。 こ こ に 、 &お よ びy;は そ れ ぞれ低 次元近似 モデ
ル の パ ル ス 伝達 関数Gr(Z) の 第 s番目 の極お よび 第
i番目 の留 数 で あ り 、 r，は 低 次 元近似 モ テソレの次 数
を 意 味 す る ( rくη) 。 荷重 関 数 a 1- kの パ ラ メー 夕 日
は 正 数 であ るが さ ら に 、 Jが 存在す る た め に は つ ぎ
の 条件 を 満 た さ な け れば な ら な い
a>仇axl I ai匂1， I aiã[ 1， I ãlã..1 1 
� j= 1 ， 2 ，  . . . ・H・'. ， n 
� m= 1 ，  2 ， ………， r 
最適 な低次 元近似 モデル を 状態空間表示 で直接求
め よ う と すれば， 一般にr (r+ 2 ) 個 の パ ラ メ ー タ を
最適化 し なけ れ ば な らな いカギ)， (4 )パルス伝達関数表
示 で求 め よ う と す る と 2 r個 の パ ラ メ ー タ を 最 適化す
ればよ い�)， (3 )次節 に述 べる非 線形計画問題 に帰着す
る 方法に よ れ ば、 最適低 次元 近似 モデル問題は本質
的 に低 次元近似 モ デル の 次数 に 等 し い 数 の パ ラ メ ー
タ を 最 適化す る問題 と な る 。
3. 最適化
低 次元近似 モデルの M ar kov paramete r を
ち=員五ぉk-1
と お き 、 評価関数 を 展 開す る と
J =許1 -k(れーち) 2 
=会トhw-22aはおれ+ 会トkÿi




J=rTP，r- zrTjH rTPr 
と な る 。 こ こ に 、
rT= (Y1， )'l， . . . ・H・ ， 川〕
( 1 ) 
P= I Y( l 一αNa) ， Y( 1 -alQz!a) ， …， Y( 1 -a 1a./ α) 
Y( l 一則的/a) ， Y ( 1 -a22/ ロ) ，
Y( l - alQ./日) ， '"・H・. . . . . ・H・. . ……， Y( 1 -aJ!a)
1"T= (弘元， ・H・. . …， 子.)
が=(島/ ( 1 ー帥d日) ， b/ ( 1 一時/ a) ， "'， か ( 1
-ailtr/a) ) 
P =Îν ( 1 - ãヴ日) ， Y( l -ã品川) ， …， Y( l -ã品川)
Y( 1 -ã品/ a) ， Y( 1 -ãNa) ， 




34 =2軒一2p= 0 




r'=p-lp ( 3) 
と求める こ とができる。 こ こに、 0は適当なサ イ ズ
を も っ零ベク トルである。 ( 3)式を ( 1 )式の右辺子に
代入して
J・= rTpr- pTj5-1 p (4) 
を得る。 したが っ て 、 最適低次元近似モデル問題は
低次元近似モデルの次数に等しいT個のパラ メ ータ
(弘; i= 1 ， 2 ， …， r ) を決定 する非線 形計画問題に帰
着された。 もし必要ならばJの勾配ベク ト ルは
éJJ. � r一存 T 子:i.(ãi/口) 1'- η ( ロ;/日)一一 2 I 1'1 11:7一一一一一一一乙I l' '.tï ( 1 -ãi ãl / ロ)' t"'1(1- ai ãl /日)'
子:i.(ãi/ ロ) !'-， Yi (日;/α)7セ11二 一工同 (1-ãiãz/α)' t"'1(1- ai ã， /α) 2












と求める こ とができる。 ここに、
aT=(ãl ， Cr2 ， ……， ã.rJ 




間表示とし て 例 えば
Xr(k+1)=Arxr{k)+bru (k) 
(M) 
y， (k)=CrT xr(k) 
と表わ すことができる。 ここに、 伊 (k)は ス カ ラー
出カでわ (k)はrx 1状態ベ クトルでAr， b rおよび
C仰は それぞれ
Aゲ= diag (mo ， a，o ， ……， 酌。〕
brT = ( 1. 1.……. 1 J 
CrT= (Ylo ， げ ， …… ， y/J 
である。
本手法は極をすべ てあるいは部分的に指定 するこ
とができる。 極をすべて指定 すれば、 ( 1 )式を直接目
的関数とする非線 形計画問題として解を求めるかあ
るいは (2)式の連立一次方程式を直接解くことにな
る。 このとき (4) 式は極の指定の良さを示す measure
として有効である。 極を部分的にm個 ( < r)指定 す
ると (4)式は残りの (r←m)個のパラメータについて











となって いるが (文献(4 )の例題参照)、 本方法によ
れば こ のような欠点はない。
日=1のとき得られる最適低次元近似モデルはすべ




を短期、 中期、 長期の 3 つのモテ、、ルに分割 する必要
があるがこれらのモデルは精度の高いものであるこ
とが望まれるJ5l本手法によれば ロの値を変える こと
によって過渡応答 (あるいは定常応答 ) に強いモデ






を得る。 またかを指定し ロ=めと選べれば、 留数最
適化条件より
.f!..， Yi ι y;  ' 一 一 一
長j1 � ai ;;-n -ãi 




と定常的状態。 中聞の 中期モデルとして用い る こと
が考えられる。
系Sが複素固有値 をもっ場合、 複素共役パラ メ ー
タを除いて 本節で得られた結果の式の形は変わらな











z Z-I G ( Z)= 1 - 0 . 962z- 1 1 - 0 . 998z- 1 
を もっ 2次の系を最適なl次のモデルに近似するこ
とを考える。
日 二 1 のときの最適な1次のモデルは前節より
1 210z-1 Gr I( Z) ニ 11 - O .  9976z- 1 
と得る。 これは過渡特性の非常に惑いモデルであ る。
したがって過渡特性の良好なモデルはα= 1 . 1 とし
て
1 . 967z一lGor.2 ( Z) ニ 11 - 0 . 98 46z- 1 
と得 る。























ここで得られた日 ニ 1 のときの最適低次元近似モデ
ルはまたε- practically controllable and observable 
なモデルと もいえようJ7)
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